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Nach der gelaufigen Auffassung wurden Logarithmen im ausgehenden
16. Jahrhundert entwickelt. In der Musiklehre pythagoreischer Pragung
hingegen ist logarithmisches Denken Standard. Ausdruck und
Grundlage dieses Denkens ist die terminologische Unterscheidung von
Zahlenverhaltnissen und Intervallen. So bezeichnet "Sesquialtera™ das
Zahlenverhaltnis 3 : 2, und "Diapente" gibt das zugehorige Intervall der
Quinte an. Dabel entspricht der Addition von Intervallen die
Multiplikation ithrer Zahlenverhaltnisse. Der Abstandsbeqgriff flr
Tonhohen, der sich in den Intervallen und der zugehorigen Sprache
manifestiert, stellt ein logarithmisches Mass fur Zahlenverhaltnisse dar.

Unsere Fahigkeit, gleiche Frequenzverhaltnisse als identische Intervalle

ZU erkennen, ist ein Beispiel fur das Weber-Fechner-Gesetz der
Psychophysik. In der Musiktheorie hat diese Erkenntnis schon frih zu
einem Intuitiven Umgang mit Logarithmen gefuhrt. Der Beitrag geht den
damit verbundenen Visualisierungen von Boethius bis Newton nach.

Matrixdiagramme / Tongitter

In den arithmetischen Diagrammen von Boethius kommt das

angesprochene logarithmische Verstandnis visuell zum Ausdruck [1, 2].

Am Diagramm mit den Basiszahlen 8 und 9 lasst sich ablesen, dass
sechs Ganztone (9 : 8) um ein pythagoreisches Komma grosser als
eine Oktave sind: Die Zahlen der Horizontalen (Latitudo) gehen durch
Multiplikation mit 8, diejenigen der Diagonale (Angularis) durch
Multiplikation mit 9 auseinander hervor. Dadurch ergibt sich fur die
Spalten die fortgesetzte Multiplikation mit 9/8. Die letzte Spalte enthalt
also die fortlaufende Proportion von sechs geschichteten Ganztonen.
Derartige Tabellen kbnnen als diskrete Koordinatensysteme gedeutet
werden, In welchen zu gleichen Vektoren gleiche musikalische
Intervalle gehoren. In dieser zweidimensionalen logarithmischen
Anordnung entspricht die Multiplikation von Verhaltnissen der
Vektoraddition. Dieses Verstandnis kommt in den gleichartigen
Gitterdiagrammen von Johannes Torkesey (14. Jh.) und Robert Fludd
(1618) zum Ausdruck [3], in denen vier verschiedene Richtungen mit
Ihren charakteristischen Verhaltnissen beschriftet sind: Duplares (2:1),
Triplares (3:1), Sesquialterae (3:2), Sesquitertiae (4:3).
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Arithmetisches Diagramm von Boethius zur
Berechnung geometrischer Zahlenfolgen mit
dem Faktor 5/4.

An der letzten Spalte dieses Diagramms zu den Basiszahlen 8
und 9 lasst sich ablesen, dass die Oktave grdsser als sechs
pythagoraische Ganztdne ist.
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Die Beschriftung in der Gitterdarstellung von
Robert Fludd bringt zum Ausdruck, dass
verschiedenene Richtungen verschiedene
Intervalle definieren.

Das syntonische Tongitter von Jean-Philippe Rameau wird durch
Potenzen von 3 (vertikal) und von 5 (horizontal) erzeugt. Von
den Oktaven wird abstrahiert.

Die Gitterdarstellung wird im 18. Jahrhundert von Jean-Philippe
Rameau (1726) und Leonhard Euler (1737) zur Darstellung des
syntonischen Tonsystems aufgegriffen [4]. Dieses wird von «reinen»
Quinten 3:2 (Potenzen von 3) und grossen Terzen 5:4 (Potenzen
von 5) erzeugt. Von der Oktavinformation wird dabel abstrahiert.
Diese Anordnung der Tonigkeiten ist fur das Verstandnis der «reinen
Stimmung» von grossem Nutzen.

Lineare und zyklische Tonhohen

Unser Notenliniensystem stellt eine halblogarithmische Umsetzung
des Denkens In Intervallen dar, bei welcher gleiche Intervalle gleiche
vertikale Abstande erhalten, aber gleiche Abstande nicht zwingend
zu gleichen Intervallen gehoren. Guido von Arezzos System von
Hexachorden mit relativer Solmisation (ut-re-mi-fa-sol-la) erleichtert
darin das intervallgetreue Transponieren von Melodien.
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Die Darstellung des Systems der Hexachorde bel Glarean (1547)
gibt die Grossenverhaltnisse der Intervalle prazise wieder [5].
Descartes (1618) ubertragt die Hexachorde in die syntonische
Stimmung und bringt die Oktavidentitat mit einer kreisformigen
Anordnung der Tonigkeiten zum Ausdruck [6]. In dieser Darstellung
gehoren zu gleichen Intervallen gleiche Winkel. Newton (1665)
erweltert die drei Hexachorde von Descartes auf funf quintver-
wandte diatonische Skalen [7]. Daruber hinaus unterlegt er dem
syntonischen Tonsystem eine gleichmassige Untertellung der
Oktave In 53 Teile (53-tet).

Das Kreisdiagramm von Mersenne (1636) definiert eine 12-tonige
chromatische Skala fur das syntonische Tonsystem und ist
gleichzeitig eine vollstandige Intervallanalyse dieser Skala [8].
Darunter ist dieselbe Skala im Quint-Terzgitter dargestellt [9].

Newtons Oktavteilungen
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Golelaliofe selie s 10 Unterteilungen der Oktave zur Approximation des
syntonischen Tonsystems in Erwagung gezogen
[10]. 53 gibt minimale Abweichungen flr Werte
kleiner als 118, wie die obige Grafik zeigt [11].

59 eignet sich nur flr die Darstellung der grossen
Terz und kleinen Sexte. 612 ist eine optimale
Wabhl, die es erlaubt das pythagoraische vom

12 syntonischen Komma zu unterscheiden.

Das Kreisdiagramm [12] zeigt die n-te Approximation der syntonisch
diatonischen Skala (mit ambiger 2-Stufe) furn =7, 12, 29, 31, 53, 59,
118. Der Unterschied zwischen 53 und 59 ist augenfallig und horbar.

Schlussbemerkung

Die noch wenig erforschten Diagramme zu Intervallen, Skalen und
Tonsystemen sind von einer faszinierenden Vielfalt, die hier nur
ansatzweise zur Darstellung kommt.
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